. Mécanique des fluides

Dynamique des fluides parfaits

J.L. Wojkiewicz - MOOC Introduction a la mécanique des fluides 1



Equation d’Euler

® Definition
Dans ce chapitre, on ne considere que des fluides dont on peut neégliger

la viscosité; il n’y a pas de frottements entre les différentes couches de
fluides; ces fluides sont dits parfaits.

1- forme génerale des €quations d’Euler

z - Sur chaque ¢élément de volume de fluide, on
, dS définit :
[ - p la masse volumique
_’
- - F la densité volumique de force
T
5 'y Ta I’accélération par rapport au

référentiel galiléen O, X, y, z



Equation d’Euler

® Ecriture de I'équation intégrale

Ecrivons la relation fondamentale de la dynamique relativement au
référentiel Galiléen O,x ,y,z :

mFdHﬁ PdS — jjjpadf
ﬁsv E:j}[ grader

On obtient donc :

[[[(F ~grad P pa)dz =0




Equation d’Euler

® Equation locale

La relation precédente est vraie quelque soit I’¢lément de volume choisi,
on peut donc écrire :

F-gradP-pa=0

Cette equation représente la forme locale de I’équation d’Euler (vraie en
chaque point du fluide)

A partir du bilan des forces appliquées au fluide et des caractéristiques
cinématiques de I’¢écoulement, c’est cette équation qui nous servira pour
I’é¢tude des €coulements.



Equation d’Euler

® Autres expressions de I'équation d’Euler

Dans I’équation précedente, ’accélération du fluide s’écrit (cinématique
des ﬂuides)

dd\t/_av (\7 rad )\7 (Z—\t/+1gradvz+r8t\7/\\7

_)

N
a=

Dans cette expression :

oV est I’accélération locale (non permanence de 1’écoulement)

ot

- - - > -
—gradV 24 rotV AV est’accélération convective (non uniformite de

I’écoulement)



Equation d’Euler

® Remarque : une égquation dynamique est insuffisante pour une
étude complete d’'un écoulement

Les caractéristiques de 1I’écoulement d’un fluide sont données par :
- la vitesse V
- la pression P
- la masse volumique p

- la température T

L’équation d’Euler doit donc étre complétée par d’autres équations
caractérisant le fluide, son mouvement et les conditions d’écoulement



Equation d’Euler

® Eléments a ajouter

Il faut donc ajouter :

- I’équation de conservation de la masse

div(p\7)+g—'[t) = pQ ;Q:débit volumique de production

- I’équation d’¢tat du fluide : £ (P, p, T) =0

- I’€quation caractérisant le type de transformation subie par le
fluide (incompressible, 1sotherme, adiabatique...)

- les conditions aux limites et les conditions initiales qui
permettent de déterminer les constantes d’intégration.



Equation d’Euler

® Exemples
Equation caractéristique du fluide

f(P,p, T)=0

- liquide incompressible : p = f(T)

- liquide l1égerement compressible : p = p,(T) (1 +« P)
-Gazparfait: P/p=rT

Transformations subies

Dans le cas de transformations réversibles :

Pour les isothermes : p = cste (fluide incompressible) et P/ p =cste (gaz parfait)

Pour les transformations adiabatiques : p = cste (fluide incompressible)

et P/ p¥ =cste (gaz parfait)



Equation d’Euler

® Exemples

Conditions aux limites : elles sont définies par des parois fixes ou mobiles
ou par des surfaces libres

Paroi

Paroi fixe

—
n

L’équation de la paroi est donnée par : F(x,y, z) =0

En fluide parfait la vitesse est nécessairement orthogonalie
a la paroi; cette normale est définie par le gradient de la
fonction F (X, y, z); la condition aux limites s’€crit donc :

iv i —0 Vi est la projection de la vitesse sur

~ ' Bx. X, y ou z et le deuxiéme terme
| représente  les coordonnées du
gradient de F



Equation d’Euler

® Exemples

Paroi mobile

On ajoute simplement a 1’équation précedente le terme dépendant du temps,
soit :

>, oF OoF
V. 1 =0
; “oOx. ot

Surface libre

P = cste
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Relation de Bernoulli

® [es hypotheses de calculs

On considere :
- un fluide parfait (sans viscosite)
- incompressible (p = cste)

- en ¢coulement permanent (les deérivées partielles par rapport au
temps sont nulles)

- la densite de force volumique dérive d’un potentiel U

—  —

(F = - grad U)

- les parois limitant le fluide sont fixes (pas de travail fourni) et
adiabatiques (pas d’¢change de chaleur avec 1’extérieur)
11



Relation de Bernoulli

® Etablissement de la relation : 18 approche : équation

dynamique
Dans cette premiere approche, on part de 1’équation dynamique (1’équation
d’Euler) et on tient compte des hypotheses :

- - Vi - _>2 _>—> -
F—grad P = p%+p grad V7+protV/\V
Reprenons les hypotheses : )

Fo_ grjad U <«— les forces de volume dérivent d’un potentiel
0

_og <+« lemouvement est permanent

P a2 o ,OVz) «— le fluide est incompressible
2

12



Relation de Bernoulli

® 1¢re gpproche :démonstration
On obtient en remplagant dans 1’équation dynamique :

- -
2

_grad(P+U +pV7) — HrotV AV

Considérons une ligne de courant et prenons la circulation
¢lémentaire des deux termes précédents

_)
2

— grzld(P +U +pV7).dI =rotV AV .dl

—  —

La figure nous montre que le deuxiéme terme est nul (V et dl sont

— —> —>

RotV .V

colin¢aires)

ligne de courant




Relation de Bernoulli

® Premiere approche : conclusion
On obtient donc:

V2
grad(P+U +p—) dI

En utilisant le theoreme du gradient, il vient :

2 V2
d(P+U +pv7):0 :> P+U +p7=cste

[’analyse du résultat montre que 1’unité est le pascal (soit le joule par metre cube).
La somme de ces trois termes représente donc 1’énergie mécanique du fluide par
unité de volume et celle ci est constante le long d’une ligne de courant.

En général, les forces de volume sont les forces de pesanteur et le potentiel U s’¢€crit
U = pgz avec g I’accéleration de la pesanteur et z la position de la particule de fluide

considérée.
14



Relation de Bernoulli

® Résultat
La relation de Bernoulli s’écrit donc :

2

P+pV7+ng = cste

Elle s’applique, dans le cas de fluide parfait, incompressible en mouvement
permanent, dans le cas ou les forces de volume sont les forces de pesanteur
avec des parois fixes et sans €change de chaleur avec I’extérieur

Signification physique : ¢’est une équation de conservation de 1’énergie
Le premier terme représente le travail des forces de pression (par unité de volume)
Le deuxieme terme représente 1’énergie cinétique (par unité de volume)

Le troisicme terme représente 1’énergie potentielle de situation (par unit€ de volume)
15



Relation de Bernoulli

® Deuxieme approche : Application du théoreme de
I'énergie cinétique

Comme nous 1’avons vu précedemment, la relation de Bernoulli est une
¢quation de conservation de I’énergie mécanique du fluide au cours de son

Les hypotheses concernant le fluide et
I’écoulement sont les mémes. On
considere un filet de courant ABCD a
I’instant t. A t + dt, le filet passe en
A'B’C’D’.

> 16



Relation de Bernoulli

® Theoreme de I'énergie cinetique

Appliquons le théoreme de 1’énergie cinetique au filet de courant entre les
instants t et t + dt

%dm(vzz —V21)= dmg(z,-z,)+(P -P,)dz

9

DC

9

D’= etdm = pdr

A 9 A9

dt =ABB’A’

I
@

On retrouve bien les trois termes

indiquant la conservation de

1 X 1 5 I’énergie mécanique du fluide:

— V1 + P07, + Pl =—pV 7+ P9, + P2 énergie cinétique, énergie

2 2 potentielle de situation et énergie
de pression (toujours par unite de
volume)

On obtient donc :

17



Relation de Bernoulli

® Autres écritures de I'equation de Bernoulli

L’¢équation de Bernoulli peut s’écrire sous d’autres formes :

a- En divisant tous les termes par p, ’'unité des différents termes de
I’équation devient le joule par kilogramme :

—+gz+—=cste| (J.kgV

b- En divisant tous les termes de I’équation par pg, 'unité des
différents termes devient le metre

2
i+z+V—:h=cste (m)

9 29

18



Relation de Bernoulli

® Interprétation graphique

Dans le langage des meécaniciens des fluides, 1’énergie mécanique du fluide
représentée par la somme des trois termes de la relation de Bernoulli est appelée

charge de I’¢coulement.

L’¢criture de la relation de Bernoulli en metre
montre que [’on peut faire une interprétation
graphique :

z est la hauteur caractérisant le point choisi (par
rapport a une reference)

P / pg est la hauteur caractérisant une colonne de
fluide mesurant la pression

V2 / 2g est la hauteur cinétique : c’est la hauteur
d’ou doit tomber une particule de fluide pour
acquérir la vitesse V = (2gh)!?

Plan de

charge

V2% Lione
V4/2 )

piézométrique

R

P/pg

—
4

Z

. Tube de
| courant

Ligne de référence

19



Relation de Bernoulli

® Quelques remarques

Cas des fluides réels

Pour les fluides réels (ayant une viscosité), la ligne de charge ne
sera pas horizontale mais décroissante, cette décroissance indiquera les pertes
de charge dans le champ de 1’écoulement (les pertes d’énergie). La mise en
¢vidence et le calcul des pertes de charge seront étudiés lors du prochain
chapitre.

Cas des gaz

Pour des vitesses ne dépassant pas 0.3 fois la vitesse du son, on peut
admettre que p = cste. En outre, I’énergie liée aux variations de cotes sont
souvent négligeables (par rapport aux autres termes). On néglige donc le

terme pgz dans 1I’équation de Bernoulli. 2



Quelques applications de la
relation de Bernoulli

® Vidange d’'un reservoir
Hypotheses de calculs

Soit un réservoir dont le fluide s’échappe par un

Surface libre orifice étroit

A

h Section contractée

Plan de référence

Le réservoir est assez grand pour que
I’on néglige les variations de niveau
de la surface libre pendant le temps At
et que lon puisse considérer le
mouvement permanent. Le fluide est
considéré comme parfait.

A la sortie, le jet présente une section
contractée ou les lignes de courant
sont paralleles et pratiquement

rectilignes
21



Vidange d’un réservoir

® Calcul de la vitesse en M

Il existe une ligne de courant entre le point A situé sur la surface libre et le point M
dans la section de sortie, on peut donc appliquer la relation de Bernoulli entre ces

deux points : 2 2
PA+pghA+p\%: Pu + pghy, +pV7M

En considérant les conditions d’¢coulement : P, = Py, = P, en outre comme la
section du réservoir est grande par rapport a celle de I'orifice la vitesse en A est
negligeable par rapport a celle en M : V, = 0 (il suffit d’appliquer la conservation du
debit pour s’en rendre compte); en intégrant ces données dans 1’équation, on obtient :

V :\/29(hA_h|\/|) Avec: h,-hy =z

D’ou V =./20Z| Formule de Torricelli

22



Vidange d’un réservoir

® Calcul du temps de vidange

On exprime que le volume évacué pendant le temps dt est égal a la diminution
de volume dans le réservoir, soit :

Le volume évacué pendant le temps dt est égal a : q,dt ou qy est le débit
volumique

La diminution de volume dans le réservoir est : -Sdh ou S est la section du
réservoir et dh la variation de hauteur dans le réservoir pendant le temps dt.

Le débit volumique est €gal a: Qy = CCVSO

Dans cette expression C. est le coefficient de contraction (la section du jet a la
sortie est C-Sy et V la vitesse du fluide au niveau de ’orifice.

L’¢galite s’écrit :
c.S, Vdt = —Sdh
23



Vidange d’un réservoir

® Calcul du temps de vidange
Sdz

On obtient : dt =-

gt S dz
Soit en remplagant V par sa valeur : = —
C,So+/29 vz

Pour une vidange compléte, I’intégration entre h, et zéro donne :

soit

S  dz S
— t = 2./h
= o5, osoq2g ™




Tube de Venturli

® Description

Le tube de venturi est un tube convergent-divergent muni de prise de
pression statique, I’un en amont du convergent, 1’autre au niveau du

col (voir figure)

A
1_
n
7\ \ N
Sl —V> A—»—»
S 5
S,

.........

Calculer le débit volumique

I’écoulement.

Ce tube est intercalé dans
une tuyauterie dont on veut
mesurer le débit.

De DPeau (fluide parfait
incompressible) s’ecoule
dans le venturi et on appelle
h la dénivellation dans les
tubes indiquant la pression.

Les vitesses dans S, et S, sont

uniformes
25



Tube de ventur

® Application de la relation de Bernoulli : calcul de la

vitesse

Soient P, et P, les pressions dans les sections S, et S,

2

V
P1+pgzl+p§: P2+,ngz+p—2

V2
2

Appelons P;* et P,* les termes P + pgz

Avec la conservation du débit en volume (V,S, =V,S,), on obtient :

29 Pl* - Pz

*

V, =

S
1— (222 A9
(51)

z, et z, sont les cotes
respectives de la ligne de
courant choisie et passant
par les section S, et S,

26



Tube de Venturli

® Expression du debit en volume

Le débit de la conduite est donné par

2 P —P’
oy =V,5, =9, g \/ 1 2
-2t

Sl

Avec P *- P,* = pgh

2gh

S
1-(32)°
(Sl)

oy 282

27



Formule de Bernoulli géneralisee

® Hypotheses

. On considere 1’ écoulement d’un fluide
dS incompressible en régime non permanent
dans un volume 1. On appelle F la force

7 volumique exercée par les parois

mobiles d’une machine sur le fluide.

On écrit le principe fondamental de la
dynamique :

- — —
Y F-gradP=pa
- V2 — oV - _>—>
Soit en développant :  — grad (P + pgz +,07)+ F =§E+Pr0tv AV

28



Formule de Bernoulli géneralisee

® Démonstration

En multipliant par V et en intégrant sur le volume 1, on obtient :

”IV 9rad(P+p92+p—)dr+j”paV dr = ”IFVdr

fluide dans le volume t

W

e

En utilisant I’égalit¢ vectorielle : div( f A) = fdiv A+ Agrad f

(f : fonction scalaire et A champ de vecteur), on obtient en remarquant que
_’

divV=0

Puissance mécanique fournie au}

Mduv((mpgz+p—)V)dr+mpaV dr =W
29



w |
g
Formule de Bernoulli généralisee

® Résultat

Soit en utilisant le théoréme de la divergence :

ﬁ(P+pgz+p—)v d8+mpav dr =W

S

Puissance
mécanique
fournie au
fluide

30



Application : fluide traversant
une machine hydraulique

® Hypotheses

Fluide parfait, en €écoulement permanent, au niveau de la machine, les parois
fournissent au fluide une énergie mécanique volumique W (J.m™), les échanges de
chaleur sont négliges.

On considere a I’instant t un filet de courant ABCD d’un fluide incompressible, dans
le champ de pesanteur et traversant la machine hydraulique.

A B B’
A A

Cﬁ Machine hydraulique

2,1 /
|
l \WY
|
l %
| :
| o C
l

DDI27

v
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Fluide traversant une machine
hydraulique

® Résultat et interprétation
A I’'instant t + dt, le fluide se trouve en A’B’C’D’

Appliquons le théoreme de 1’énergie cinétique au filet de courant entre les
instants t et t + dt :

%dm(Vz2 -V*)=dmg(z,-z,)+(P,—P,)dr +Wdr

Avec dm = pdt, on obtient apres simplification :

2 2

P2+pg22+pV72=Pl+ngI+p71+W

W > 0 machine geénératrice

W < 0 machine réceptrice

Interprétation : 1’énergie du fluide apres la machine est égale a celle avant

: . : : :
celle ci plus 1’énergie fournie par la machine 1



Cas des ecoulements non
permanents

® Cas de I'ecoulement rotationnel
On considere 1’écoulement d’un fluide parfait, les forces de volume agissant
derivent d’un potentiel, I’€coulement est non permanent.
On écrit 1’équation d’Euler : > E_ grz;d p_ pg

En tenant compte des hypotheses, et en deéveloppant I’expression de
I’accélération, on obtient :

— —> —>

Rot VAV - \VE NN
7 4 grad(P+pgz+p—)+p%—\t/ protVaVv
M, —
dl \Y% On calcule la circulation de I’expression
M précédente entre M, et M,
» X 33




Cas de I’écoulement non
permanent

® Calcul de la circulation
La circulation a l'instant t le long du filet de courant M;M, donne :
M, ¥ M,

V -> > o -
_[grad(P+pgz+p—)dl+p_[—t —pj rotV AV .dl

M,

L’intégration donne :

P, + 00z, + £+ J.ﬁ
pzpat >

5_7-¢
_I_
&
~N
+
!

34



Cas de I’écoulement non
permanent

® Cas particulier
Cas ou la section du filet de courant est constante :

Le fluide est incompressible, 1l y a donc conservation du debit en volume
(div V = 0), comme la section est constante, la vitesse I’est ¢galement :

V,=V,. Achaque nstant Vet —— ont la méme valeur le long de la
ot ligne de Courant

I’expression précédente se réduit donc a :

P2+,ogzz+,olaa—\t/:Pl+,ogz1

35



Application

® Etablissement de I'écoulement dans une conduite

Hypotheses : On considere une conduite horizontale, de section constante, de
longueur 1, alimentée par un réservoir de grandes dimensions ou le niveau est
maintenu constant. A I’extrémité de la conduite, une vanne permet de réguler
le débit. A ’instant t = 0, la vanne est fermée et on 1’ouvre brutalement

U
|
!
\

h

On cherche la relation
entre le temps
d’établissement de
I’écoulement, la vitesse et

la vitesse maximale du
fluide

36



Application

® Solution

En un point a la distance x de O la relation de Bernoulli en régime non
permanent s’écrit :

V? oV
P+ogh=P+p—+p—X
a T P9 P > p@t

La section du tuyau est constante donc V et r ont la méme valeur le long

du tuyau. En x =1, P = Pa, la relation précédente s’¢écrit donc :

oV
ot

V2
=2
9
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Application

® Expression du temps d’établissement de I'écoulement

Comme V ne dépend que du temps, on peut €crire :

ov dVv
ot dt
L’équation devient donc :
dt=21 '
2gh-V

L’intégration donne :

f I \/2gh +V)

In(

- J2gh  /2gh-V

38



Application

® Remarques

L’intégration précédente fait apparaitre une constante, mais celle-ci est nulle
car la vitesse est nulle a t = 0.

Lorsque t —»oo;V =V__ =./2gh ,onse trouve dans le cas de I’écoulement

permanent (formule de Torricelli), on peut donc écrire :

V
BT,
t:Vmax ln(l_L)
V

En déduire le temps au bout duquel la vitesse est €gale a 90% de V.,

39



Theoreme des quantités de
mouvement

® Cas géneral

Enonceé

La dérivée particulaire du torseur [Q] des quantites de mouvement d’un
systeme mateériel est égal au torseur des forces extérieures appliquées a ce
systeme

Soit [Fe] le torseur des forces extérieures, la traduction mathématique de
I’énoncé est :

d[Q]
— F.]

40



Theoreme des quantités de
mouvement

® Démonstration

Le torseur [Q] des quantités de mouvement s’€crit : [Q] = j J‘ j pVdr

—>

pVdr
est le torseur élémentaire des

-

pV dr .,
E— ﬂ]]ﬂﬂfIfPQ AP mnnvpmpnf
ﬂuullblbvu VAN 11AVU UL Y VI11AN/11 0

Développons la dériveée particulaire du torseur
des quantités de mouvement en utilisant le
résultat obtenu en cinématique des fluides

41



Theoreme des quantités de
mouvement

® Démonstration

a( ,OV) S5 o o (Propriété de la dérivée
_”j dr + ﬁ ( pV )V NdS  particulaire d’une intégrale de
volume)

Le torseur des forces extérieures se composent de deux termes :

Le torseur des forces superficielles : [FS ] = ”{G}ds
S

Le torseur de forces de volume : [FV ] = I” o, Ed T

L’¢criture de 1’¢galité des torseurs conduit a deux égalités vectorielles :

I’égalité des resultantes et 1’égalité des moments résultants o



Theoreme des quantités de
mouvement

® Démonstration

Egalité des résultantes
%

4L+ ffpvv.mds = [ (o Frde + ffods

galité des moments résultants
UJOTV' A 8(; )df+§j P A pV(V.n)dS :J‘;”’(O%M /\pl;)dr—i—g()ép/\;ds

P est un point a la surface du domaine de fluide considéré et M appartient a
son volume

Ces egalités sont génerales, vraies quelque soit le fluide et son mouvement

43



Theoreme des quantités de
mouvement

® (Cas particulier de I'écoulement permanent : théoreme d’Euler

Hypotheses: Ecoulement permanent de fluide (compressible ou non)

%
opV) 0 Réécrivons 1’équation des quantités de mouvement :

ot

ﬁ(/)\_/))(\_/) F]))dS = [Fv ]"" [Fs ]

Appelons R la résultante des forces superficielles et P la résultante des forces de volume
(poids du fluide)

[Fv]z_”_[p Fdz et [FS]=”;dS

44



Théoreme d’Euler

® Resultat
p A A Considérons un tube de courant ABCD a
z I’instant t ; a 1’instant t+dt il est en A’B’C’D’.
) On appelle q,,, le débit massique constant.
B By
! Dans le repere galiléen0,x,y,z, le théoréme des
C D quantités de mouvement s’€crit :
719 D,
L >
_>¥ v
0 Vv, *
- - - -
q,V,-V))=P+R Equation d’Euler

Vous pouvez a titre d’exercice retrouver ce resultat a partir de I’equation de la

page précédente
45



Théoreme d’Euler

® Enoncé du théoréme

En régime permanent, le systtme des debits des quantités de mouvements
sortant de la surface S est équivalent au systeme des forces appliquées au
fluide contenu dans la surface

Conseils pour appliquer le theoreme des quantités de mouvement :
-Définir la surface limitant le fluide
-Faire le bilan des forces de pression sur la surface

-Faire le bilan des forces de volume

46



Applications du theoreme des
guantités de mouvement

® Reaction d’un jet R
Hypotheéses peannennnaspeanals eun

On considere un récipient de
grandes dimensions, perce .
d’un orifice d’ou s’échappe un E Q
. . — . —> W
jet horizontal. R | F /

On applique le théoréme des | 3 —

quantités de mouvement au ~  ‘essssssssspeesssssssss

tube de courant (la surface de

référence) limité par la surface libre du liquide, le récipient et le jet jusque la
section contractée S

47
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Applications du theoreme des
guantités de mouvement

® Reaction d’un jet
- - - -
Appliquons le théoréme d’Euler : a, V ) —Vl) =P+ F
Projetons cette relation sur les axes de coordonnées :
Sur I’axe x le poids n’intervient pas : F = q,,V, avec q,, = pSV,

Donc F = pSV,?

F est la résultante des forces de pression exercées par I’extérieur sur la surface.
A P’inverse, le réservoir subit une poussée €gale et opposée appelée réaction du
jet :

Avec la formule de Torricelli (V,? = 2gz), on obtient :

R = -2pgz (la réaction est indépendante du milieu qui entoure le réservoir)
48



Applications du theoreme des
guantités de mouvement

® Theoreme de Bélanger

Cas de I’¢largissement brusque

Il s’agit du calcul des pertes de charge accompagnant les brusques variations de
section de canalisations. Ces pertes de charge se produisent pour des fluides
incompressibles réels mais leurs calculs constituent une trés bonne application du
théoreme des quantités de mouvement.

; P, S, Il existe une zone de fluide

P2 SZ\ stagnant qui s’accompagne
s d’un régime tourbillonnaire,
V, ’ dans cette zone, on fait

I”’hypothése que le fluide est
a la pression P,

Régime tourbillonnaire
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Applications du theoreme des
guantités de mouvement

® Theoreme de Bélanger

On applique le théoréeme des quantités de mouvement au fluide limité par les
surfaces S1, S2, et le corps du tuyau. La projection horizontale du théoréme des
quantités de mouvement donne :

q,(V,-V))= PISI - stz T PI(S2 - Sl) = 82(Pl -P,)
P,(S,-S,) est la poussée de la paroi sur le fluide stagnant
A = PS5V, = pS,V, on peut donc réécrire I’équation précédente en notant que :

PS,Vo(V, =V ) =S, (P, -Py)

V2=V, V, =V, 22 +V-V,)}2 -V %2
Remplacons dans I’équation précedente et divisons par pg, on obtient :
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Applications du theoreme des

guantités de mouvement

¥ Résultat

2 2 _ 2
(i+v_) ( P V2 )_ (Vl Vz) Vl (1
M 29 9 29 29

)2

—

Charge au niveau de S, Charge au niveau de S,

GD

= AH perte de charge singuliére 7

6

Coefficient de
perte de charge
singuliere

Remarque : le régime tourbillonnaire dans le volume mort s’accompagne

d’une transformation de I’énergie mécanique en chaleur
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Applications du theoreme des
guantités de mouvement

® Cas du rétrecissement brusque

Plasl

—

Vi

\ }Sz

/ \ Ve v,
Sc

Dans le cas d’un rétrécissement brusque, I’expérience montre que la perte de
charge ne se produit pas au niveau de la diminution de section du conduit mais
lors de I’¢largissement entre la section contractée du fluide et la section S, en
aval. Le calcul se fait comme précédemment, on obtient :

ar = Ve

. 2
V) avecV,S, =V_.S. et C. :z—c :>
2

29

2
AH = V—Z(L—l)z
29 C.
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Applications du theoreme des
guantités de mouvement

® Theorie simplifiée du coup de belier

On appelle ‘coup de bélier les variations de pression dues a la brusque
modification du régime d’écoulement dans une conduite (la fermeture du vanne
par exemple). Ces surpressions sont a éviter car elles peuvent provoquer la
rupture de la canalisation.

Approche ¢lémentaire: La vanne est ouverte, la

conduite est le siege d’un

A
: écoulement permanent de

Réservoir de vitesse V.
grande P h
capacité : La vanne est fermée, la durée
. X L de fermeture est t, pendant ce
O K--+ temps la vitesse passe de Vm
..................................... S 2“ 0'
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Applications du theoreme des
guantités de mouvement

® Coup de bélier: approche élémentaire

Lors de la fermeture de la vanne, la quantit¢ de mouvement passe de pSIV_ a
zéro. La force moyenne qui s’exerce sur la vanne est égale a la dérivée par
rapport au temps de la quantité de mouvement, soit :

Cd(mv)  pSIV,

F
" dt t

La surpression correspondante est obtenue en divisant le résultat par S
(section du conduit) soit : plV _/t.

On voit que pour des vitesses importantes et un temps de fermeture court la
surpression correspondante peut étre trés importante et provoquer la rupture
de la conduite.
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Applications du theoreme des
guantités de mouvement

® Coup de bélier 2ieme méthode

On peut retrouver le résultat précédent en appliquant le théoréme de Bernoulli
en régime non permanent. Faisons les hypotheses suivantes :

pendant la fermeture de la vanne, la vitesse moyenne de I’écoulement décroit
linéairement avec le temps

\ '
R A
dt' t t

t’ est la variable temps et t 1a durée de fermeture

Appliquons Bernoulli entre un point de la surface libre et un point A a la distance x de
I’origine du tuyau : e P _P+pvz+pav
° 2 o'

X
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Applications du theoreme des
guantités de mouvement

® Résultat

En écoulement permanent, la pression effective était nulle le long du tuyau, la
surpression crée par la fermeture est donc:

AP P P, Py Violav,

_ __a _ _
|
Jo, S N2 ¢ B s e ¢ 2g g dt

Soit en rempiacant dV/dt’ par sa valeur

A_P —h-— ﬁ (1 . _')2 4 XVm Coup de belier
A9 2g

gt (action des forces
d’inertie)

A I’extrémité du conduit, on a : p' Vm

AP =
t
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